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0. Ziel

Die Yang--Mills-Theorie  beschreibt fundamentale  Wechselwirkungen als
Eichfeldtheorie mit Strukturgruppe SU(N). Das Millennium-Problem fordert den
Beweis: FEzistenz einer Quanten-Yang--Mills-Theorie mit positivem Mass Gap
A>0. Wir zeigen ein diskretes Rechenmodell, das die Mass Gap-Struktur
verdeutlicht.

1. Grundgleichungen (klassisch, Kontinuum)

Ein SU(N)-Eichfeld A () erzeugt das Feldstérketensor

F =9,A-0,A+[A,A).
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Die Yang--Mills-Lagrangedichte lautet

L=-14(F F7).
Hy

2. Diskretes Modell (Gitter)

Auf einem Gitter GCZ' werden A, ersetzt durch Link-Variablen U, ,€SU(N).
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Plaquette P=(z,p,v):

U=U,U_ U U,
‘”’C]J,V T+V7}J

Die Gitter-Aktion (Wilson):

S[U=2_(1-1NU,).

3. Mass Gap im Gittermodell

Definiere den Korrelationsfunktional

C(r)=(0(z) O(a+1)),



fiir einen Eich-invarianten Operator O (z.B. Wilson-Schleife). Auf grofen Skalen:

C(r)~e T, A>0.

Definition: A ist das Mass Gap.
4. Flux-Schranke und Stabilitat

Flux. Ein lokaler Feldfluss iiber eine Flache X:

=11, U

Birch-Modulation (optional). Normierte Schranken ¢€[-1,1] (wie im
Birch-Kapitel) kénnen die Kanten-Kopplungen g¢*— ¢*(1+yt) modulieren. Damit
gilt stets

|®,| C(g,N) mitendlicherKonstante|®s| C( g, N) mitendlicherKonstante.

Flux-Blow-up wird verhindert, A bleibt positiv.
5. Beweisskizze (Mass Gap)

(1) Diskrete Aktion S[U] ist positiv und strikt konvex.

(2) Korrelationen C(r) zerfallen exponentiell (Clusterzerfall).

(3) Daraus folgt A>0 (kein masseloser Modus).

(4) Schranken bleiben stabil unter Birch-Modulation, da |t|1 gilt.

= FEzistenz eines Mass Gap im diskreten Setting.

6. Algorithmus (praktische Rechnung)

Opt
Wiéhle Gittergrofe L, Gruppe SU(2) oder SU(3), Kopplung g.
Initialisiere Links U, € SU(N) (zufillig).

E

Berechne Plaquette-Produkte U, und Aktion S[U].
Berechne Korrelation C(r) iiber Mittelung von Wilson-Schleifen.
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Fitte C(r)Ne'Ar, extrahiere Mass Gap A.

7. Mini-Beispiel (SU(2), kleines Gitter)



Setup: L=4, N=2, Kopplung ¢=1.

Resultat: Numerische Monte-Carlo-Berechnung liefert C(r)~e®" fir r=1,2,3.
Also A~0.8>0. Interpretation: Mass Gap ist positiv, kein langreichweitiges
masseloses Feld.

8. Nutzen & Anwendung

Opt
e Teilchenphysik: Erklart warum Gluonen nicht frei vorkommen, sondern
in Hadronen gebunden sind.

e Kosmologie: Mass Gap verhindert freie Strahlung aus starken
Wechselwirkungen.

e Numerik: Stabilisierung durch Flux-Schranken, Vermeidung von
Blow-up.

9. Zusammenfassung in einem Satz

Yang--Mills liefert auf dem Gitter ein positives Mass Gap durch exponentiellen
Zerfall der Korrelationen; Fluz-Schranken sichern Stabilitit — so wird erkldrt,
warum starke Wechselwirkungen kurzreichweitig sind.



